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Résumé : 
Cet article traite de l’évaporation des gouttes d’ergol, qui est un des mécanismes possibles de développement et d’entretien 
d’instabilités de combustion dans les moteurs fusées à ergols liquides. Cette étude a été conduite dans le cadre du programme 
franco-allemand sur la stabilité de combustion haute fréquence impliquant six partenaires : le Cnes, l’Onera, le CNRS, le 
DLR, Snecma, et EADS-ST. La réponse d’une goutte à une sollicitation acoustique est étudiée en tenant compte du transfert 
de chaleur interne à la goutte. Ce transfert est modélisé par des échanges entre couches homogènes : modèle 2-couches, modèles n-
couches. Les équations sont linéarisées dans le cas d’une goutte sphérique en évaporation soumise à de petites perturbations. 
Leur résolution dans le cas d’ondes sinusoïdales conduit à l’expression de fonctions de transfert complexes, du facteur de réponse 
et du déphasage. La validité de ces modèles est étudiée. 
 
Abstract : 
This paper deals with propellant droplets evaporation is one possible driving mechanism of combustion instability in liquid 
propellant rocket engines. The study was performed in the framework of the French/German programme on high frequency 
combustion stability involving six partners : Cnes, Onera, CNRS, DLR, Snecma, and EADS-ST. The response of a droplet 
to an acoustic oscillation is studied taking in account the droplet internal heat transfer. This heat transfer is modeled by 
exchanges between homogeneous layers: 2-layer model, n-layer models. The equations are linearized in the case of an 
evaporating spherical droplet submitted to small perturbations. Their resolution, for sinusoidal waves, leads to the expression of 
complex transfer functions, of response factor and  phase shift. Validity of the models is assessed. 
Mots clefs : 
Evaporation de gouttes ; instabilités  ; champ acoustique. 
1 Introduction 
La mise en équations de l’évaporation d’un liquide dépend de l’état de la matière considérée : 
système en équilibre, équilibre local et phénomènes de transfert, déséquilibre intense, distance 
du point critique, tension de surface, mélange ou corps pur, etc. 
Dans les moteurs fusées à ergols liquides, les instabilités de combustion résultent du couplage 
entre le processus de combustion et l’acoustique de la chambre. 
Nous présentons ici le phénomène d’évaporation en tant que mécanisme possible d’instabilité 
de combustion et étudions pour cela la réponse dynamique d’une goutte en évaporation à un 
champ de perturbation acoustique, en admettant l’équilibre local liquide-vapeur. 
Selon Delplanque et Sirignano[1] (1996), « le critère de Rayleigh stipule qu’une petite 
perturbation de pression va s’amplifier si le processus considéré ajoute de l’énergie en phase 
(ou avec une petite variation de phase) avec la pression. » 
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Pour quantifier ce critère dans le cas d’études d’évaporation de gouttes, un facteur de réponse 
est défini comme suit :        Vddtt,V'pdVdtt,V'pt,V'qN
t,Vt,V

2 , où   ppp'p   est la perturbation 
relative de pression et   qqq'q   est la perturbation relative de chaleur ou de masse. On 
considère une goutte dans un champ acoustique située en un nœud de vitesse (ventre de 
pression et de température) . On démontre aisément que, pour des oscillations sinusoïdales de 
même période, le facteur de réponse s’écrit  : pˆcosqˆN  , où pq ˆ,ˆ  son les modules et   la 
différence de phase entre q’ et p’. Les quantités N et   sont des fonctions de la fréquence de 
l’oscillation. 
Si N>0, l’effet de l’évaporation est déstabilisant, alors que pour N<0, il est au contraire 
stabilisant. La séparation entre les deux domaines correspond à la fréquence de coupure. 
On considère une goutte stationnaire, telle que celle présentée par Heidmann[2] (1972), censée 
représenter la situation moyenne dans un foyer. Cette goutte est sphérique de rayon rS. Elle est 
alimentée en permanence en liquide (une seringue hypodermique simulerait bien l’alimentation 
par les injecteurs) par un débit égal au débit d’évaporation M  correspondant au régime de 
référence stationnaire. 
Nous nous limitons à la théorie linéarisée et considérons les petites perturbations relatives du 
paramètre quelconque f comme des fonctions sinusoïdales du temps, telles que : 
  tiefˆ'f,fff'f  . On procède alors comme suit pour résoudre ce problème : on établit 
d’abord les équations aux petites perturbations du système, puis on écrit les équations en fˆ , 
enfin, on déduit le facteur de réponse et le déphasage :    pˆMˆArg,pˆMˆReN    . 
Le modèle de Heidmann [3] (1966) fait l’hypothèse d’une conductivité thermique infinie de la 
phase liquide, tant en régime stationnaire qu’en régime instationnaire (température uniforme à 
l’intérieur de la goutte). Ces hypothèses ne sont pas sans influence sur la réponse de la goutte. 
Nous proposons ici une extension du modèle de Heidmann, avec l’objectif d’évaluer plus 
correctement le facteur de réponse et la fréquence de coupure, en prenant en compte l’onde 
thermique interne à la goutte présente en régime instationnaire. Nous gardons cependant 
l’hypothèse d’une goutte moyenne en régime stabilisé. 
Un modèle à deux couches sera proposé comme première étape d’amélioration du modèle de 
Heidmann. En ce qui concerne la phase gazeuse, nous utilisons l’approche de Spalding [4] qui 
admet un régime quasi-stationnaire. 
 
2 Le modèle à deux couches 
Le modèle à deux-couches présenté ici correspond à un système discret à deux températures 
pour décrire l’évolution de la goutte. La sphère intérieure de rayon 
L
r est à une température 
L
T fonction du temps. La couche extérieure est comprise entre les rayons 
L
r  et 
S
r , rayon de la 
goutte et sa température 
S
T  est la température de surface. Le rapport des volumes   de la 
sphère intérieure à la goutte est supposé constant.  Le modèle à deux-couches est donc une 
alternative entre des modèles plus simples où la goutte a une conductivité thermique infinie 
(Heidmann [3], 1966 ; mais aussi Chin & Lefebvre [5], 1985) et des modèles continus plus 
complexes d’échange thermique conductif (Law et Sirignano [6], 1977). 
Dans le modèle à deux couches, les échanges thermiques internes au liquide et liquide-vapeur 
sont caractérisées par les équations (Prud’homme et Habiballah [7], 2001) : 
LSL
S
LSSL
L
LL
QQ
dt
dT
cM,Q
dt
dT
cM  , où apparaissent les flux de chaleurs QSL de la couche liquide 
externe vers la sphère liquide interne et QL de la vapeur vers la goutte liquide servant au 
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chauffage de la goutte (le flux de chaleur servant à l’évaporation de la goutte en est exclu). On 
suppose que la phase vapeur est un mélange idéal de gaz parfaits en évolution stationnaire, si 
bien que l’on obtient le système d’équations suivant : 
     
          latentechaleur :avec12
1212
3
4
3
4
3
4 3333


,TTc'B,MQTTcBB'BMQ,TTNurkQ
,BlnShrDM,BlnNur
c
kM,rrM,rM,rM
SpTLSpTTTLLSLLLSL
MSTS
p
LLSSLLLLS





 
avec k conductivité thermique,   masse volumique, M masse, cp, cL chaleurs spécifiques. 
Pour une goutte au repos dans une atmosphère au repos à l’infini, on prend pour les nombres de 
Nusselt et de Sherwood : Nu = NuL=2 et Sh=2. D’autre part, contrairement au cas du régime 
stabilisé, les nombres de Spalding BT et BM ne sont pas constants. En revanche, si le nombre de 
Lewis est égal à l’unité, on a toujours BT = BM. 
En posant :      322 123123
SLLLLLLLLSSLL
rr,',rcNuk,,rcNuk   , ',,,
LS
 étant 
des coefficients d’échange sans dimensions, on obtient les équations de l’énergie sous leur 
forme finale : 
        
T
P
SS
T
T
SLS
S
LSL
L Bln
c
TT
B
Bln
TT'
dt
dT
,TT
dt
dT




1
1   
La linéarisation des équations précédentes conduit aux égalités successives : 
    cTbaexpp,'Tb'p,'p'p'M'M,'M
dt
'dM
SLSLCLv
 
3
1 ,   avec  
TSpLv
BlnkrcMM  132   
et, en admettant que la goutte moyenne est en régime stabilisé 
LS
TT   : 
   
 
   
 
ASAFSF
A
FSAASF
FSFA
FCFSAS
FSAC
Le
M
Le
MM
SC
C
SSC
SSL
CS
SL
vLSL
L
XMXM
M
YMYM
YMM
YYY
YY
B
B
Le
B
,
TT
T
a
,b
cT
c
TT
T
,
Tc
avec,'pa'µT
dt
'dT
dt
'dT
,'T'T
dt
'dT





























11
11
201
1
11





 
Xj  fraction molaire, Yj  fraction massique, Mj masse molaire de l’espèce j.  
On introduit alors :    3,3,3,3,3 SLvLv rrµBµbaAu   et 
TvSLLvL
~rck   29 . 
 ,,B,A  sont des coefficients constants ;  et   ne sont pas indépendants et l’on a :  3
2
 ;  , 
rapport du temps caractéristique 
v  de vaporisation et du temps caractéristique T
~  de la 
conduction dans la goutte, ne dépend que de l’ergol et des conditions extérieures. 
Le passage des variables f’ aux variables fˆ , puis l’élimination de SLL TTpM
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ , conduit à 
l’expression de la fonction de transfert complexe Z de la goutte en évaporation du modèle à 
deux couches : 
   
    2
2
1
1
uiuBiu
uiuAiu
iu
iu
pˆ
M
ˆ
Z
C


 



 avec      
ASAFSF
A
FCFSAS
FSAC
MM
M
XMXM
M
YYY
YY
BlnB
B


11
  
Les évolutions des paramètres A et B ont été calculées en fonction de la température de 
chambre, respectivement pour des gouttes liquides d’oxygène et de méthane évoluant dans des 
produits de combustion constitués de 90% d’eau en fraction massique et de 10% de vapeur de 
la goutte. 
La formule suivante donne l’expression pour le facteur de réponse réduit : 
         
       22222
24222
11
1
BuuBu
uABBABAABuBAABu
ZReN






 
La fréquence de coupure réduite est la valeur de u qui annulle le facteur de réponse, soit : 
 
 2
22
2
12 




ABABABA
u
c
, avec        2222 14  BBAABBABAAB  . 
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On retrouve la solution de Heidmann (conductivité thermique infinie) en faisant 0  ou  , 
soit :  
iuB
iuA
iu
iu
pˆ
M
ˆ
Z
C




1
1 

,       222
22
1 uBu
uBAABu
ZReN




 et BAABu
c
2  
Le facteur de réponse est une fonction de u qui dépend du couple  , , où  et   ne sont pas 
indépendants. Les calculs effectués pour des gouttes de méthane liquide, montrent en 
particulier que la fréquence de coupure croît lorsque   augmente de 0 (conductivité 
infinie), à 1. Le cas de la conductivité thermique infinie correspond donc à une étendue 
minimum de la zone de déstabilisation. 
En conclusion de cette partie, on peut dire que ces résultats montrent qu’il est important de 
tenir compte des gradients thermiques internes dans les prévisions de stabilité. Le modèle 
présenté retrouve exactement les résultats de Heidmann, obtenus sur la figure pour   =0.001 ; 
 =5.65. L’hypothèse de Heidmann conduit à une sous-estimation de l’étendue de la zone 
d’amplification. 
 
2 Le modèle à n couches 
Le modèle à n couches consiste en une amélioration de l’approche du modèle à deux couches, 
qui permet de tenir compte d’une manière très simplifiée de l’effet dynamique du gradient 
thermique interne. On espère ainsi obtenir une meilleure représentation du profil thermique 
intérieur à la goutte. Deux objectifs sont poursuivis : 1. l’utilisation pour les applications 
pratiques d’un modèle avec un nombre limité de couches (typiquement n<10), afin d’obtenir 
une meilleure précision qu’avec 2 couches seulement, 2. la détermination de la valeur du 
paramètre indéterminé   du modèle à deux couches par comparaison avec le comportement du 
modèle à n-couches à grand nombre de couches (ou n). 
Les hypothèses de base du modèle à n-couches sont les suivantes : 
- on considère n couches de même volume, chacune ayant une température uniforme ; 
- on prend un seul nombre de Nusselt pour tous les échanges thermiques entre couches. 
Nous adopterons une formulation matricielle et les calculs seront effectués avec le logiciel 
MAPLE. 
Ecrivons d’abord les équations générales du modèle. On a : 
n
r
n
v
v snj
3
,
3
4
 , 10
1 3
1





  njpourr
n
j
r
sn,j
,  01
3
1
0 12 TT
n
rNuk
dt
dT
n
Mc
sLL
L 





   
    1112
1
3
1
1
3
1














 






njpourTT
n
j
TT
n
j
rNuk
dt
dT
n
Mc
jjjjsLL
jL  , avec 2
3
2
2
,0
,0
2
3
2
3
sLL
LL
nLL
LL
n
rc
nNuk
rc
Nuk

  .  
En posant 
vn,n,

00
3 , on trouve que  
Tvn,
~n  3
2
0
1  est indépendant de n. 
Par sommation sur l’indice j, il vient :  











11
1
0
T
'
T
L
n
j j B
B
Mc
MT
dt
d
n
  
Remarquons que le cas n=2 correspond au modèle à deux couches avec  =0,5. 
 
Les équations aux petites perturbations correspondantes sont : 
 '0'10
'
0 TT
dt
dT
  ,     11pour11
1
3
1
3
1
3
1
1
3
1
0











 

njTjTjjTj
dt
dT
'
j
'
j
'
jn,
'
j   
  












''''1
0
'1 lBT
TT
T
T
TT
T
Tc
l
T
dt
d
n
Tc
sc
c
s
sc
s
vsL
n
j j 
 (qui s’écrit :   0''1
0
' 

 cs
n
j j
v paTT
dt
d
n

 ). 
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'
'
M
dt
dM
v
 ,  ''''
3
1
cL ppMM  
 , ''
sL Tbp   
En passant aux variables fˆ comme précédemment, et en éliminant toutes les variables 
intermédiaires, on trouve finalement la fonction de transfert complexe du modèle à n couches : 
n
iuB
n
iuA
iu
iu
pˆ
M
ˆ
Z
n
n
c
n 






1
1  , avec:     ssnnn TTTTu ˆ/ˆ...ˆˆ, 10,0  . 
Remarquons que pour  =0,5, on trouve bien la fonction de transfert du modèle à 2 couches 
correspondant. On écrit maintenant la fonction 
n
  en formulation matricielle : 
  1
1
11
3
1
11 


 nn
T
nn eMn ,  11...111  
T
n ,  10...001 
T
ne  
avec : 
       
      

































































































3
1
3
1
,0
3
1
3
1
3
1
3
1
,0
3
1
3
1
3
1
3
1
,0
3
1
3
1
3
1
,0
,0
1
2120...0
23230...0
......
0032320
0...02121
0...011
nn
iu
n
nnn
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Les résultats montrent qu’aux faibles valeurs de la conductivité thermique, la fréquence de 
coupure est très sensible au nombre de couches. Avec l’outil informatique utilisé, la 
convergence est longue à obtenir; d’autre part, la limite n’est pas aisée à déterminer 
analytiquement. Le modèle peut être utilisé avec un nombre limité de couches (n<15). 
Le modèle à n couches à été utilisé avec n =14 pour déterminer la fréquence de coupure 
c
u  en 
fonction de la conductivité thermique, en faisant varier le rapport de la conductivité thermique 
à sa valeur nominale 00, // LL kk , pour une goutte d’oxygène dans des conditions physiques 
particulières.  Les résultats ont ensuite été comparés à ceux obtenus avec le modèle à 2 couches 
pour la même plage de variation de Lk . Mais cette fois les courbes cu  sont paramétrées en   
car dans ce modèle Lk  et   sont liés. De cette façon, on peut effectivement déterminer la 
valeur de   dans le modèle à 2 couches qui donne la même fréquence de coupure réduite que 
le modèle à n couches (Figure 1). Les résulats sont tout à fait cohérents car aux faibles 
conductivités thermiques (gradient important à la surface), on trouve une valeur de   proche 
de 1; tandis que aux grandes valeurs de la conductivité thermique la valeur de   joue peu sur le 
résulat (faible gradient dans la goutte) et l’on peut prendre   = 0,5 par exemple. 
Pour des valeurs intermédiaires de la conductivité, le modèle 2 couches surestime la fréquence 
de coupure. Cette analyse se doit d’être étendue à d’autres circonstances physiques. 
 
4 Conclusion et perspectives 
Le modèle à 2 couches montre l’influence des gradients thermiques internes à la goutte sur 
l’étendue de la zone d’amplification. Ce modèle nécessite la détermination de la valeur du 
rapport de volumes   qui permette la représentation correcte des gradients thermiques internes. 
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Le modèle à n couches devrait permettre d’effectuer cette détermination, mais le résultat 
obtenu va dépendre du nombre de couches ; néanmoins il pourra être utilisé dans des situations 
où le modèle à 2 couches ne donne pas satisfaction. 
droplet in H20 atmosphere ; Tc=3500 K ; Pc=10 bar ; kL
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 Pour des 
valeurs intermédiaires de la conductivité, le modèle 2 couches surestime la fréquence de 
coupure. Cette analyse se doit d’être étendue à d’autres circonstances physiques. 
 
4 Conclusion et perspectives 
Le modèle à 2 couches montre l’influence des gradients thermiques internes à la goutte sur 
l’étendue de la zone d’amplification. 
 
Figure 1: Utilisation du modèle à n couches pour le calibrage du modèle à deux couches. 
 
Des premières investigations laissent à penser qu’il est possible de mettre au point un modèle 
continu dans le domaine des petites perturbations, qui devrait permettre de valider le modèle à 
n couches et calibrer précisément le modèle à 2 couches. C’est dans cette perspective que va se 
poursuivre cette étude. 
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